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Abstrsk. Dalanl kertas ini satu kaedah baru yang berasaskan gahungan min harmoni 
dan min aritmatik berperin kat keempat dirumuskan. Kaedah ini, beserta kaedah 
Runge-Kutta-Harmoni, RK-%,M dapat membantu menganggarkan r d a t  dalam pt- 
nyelesaian masalah nil& awd. Rantau kesetahilan n~utlak untuk kaedah ini juga dikaji. 
C h t o b  penyelesaian bcrangka yang dikernukakan menunjukkan keberkesanan k d a h  
ini. 
Katnkunci. Kaedah RK-HaM, kaedah RK-AHM. Kaedah HaM-RK4(4). keutabilan, 
anggaran ralat, pengawal ralnt. 
Abst rac t .  In this paper a new fourth order forrunla hwed on harmonic and nritbmatic 
means is formulated. The formula when uscd with the Harmonic-Runge-Kutta formula 
is capable of estimating the local trucation error in solving initial value problems. The 
absolute stability region of the method is also studied. The numerical reselts presented 
showed the effectiveness of the method. 
Keywords. RK-HaM method. RK-AHM method, Bahl-RK4(4) method. etability. 
error estinmte, error control. 
1 PENGENALAN 
Salah sat,u masalah daiam pelaksanaan kaedah Runge-Kutta klasik ialah kesukaran keti- 
adaan prosednr penganggaran ralat dalam hasil senlase pengiraan. Ini rnenjdikan kawalan 
ralat serara  automatik rnenjadi sukar. Beberapa kaedah telah pun dibangunkan untuk men- 
gatasi k e l e m h a n  ini dengan memwukkau nuatu ca r s  menganggarkan ralat dalam keputu- 
Ran. Antaranya, kaedah-kaedal~ yang terdiri daripada variasi Merson, Scraton dan Fehlberg, 
(lihat Ferziger[l]). Sanugi [2] telah mcdgularakan kaedah AGM, berayaskan min geometri 
berperingkat keernpal digandingkan dengan kaedah yang berasa.kan rnin aritrnatik berper- 
ingkal keempat juga. Kedua-duanya rnenggunakan hi.  i = 1.2.3.4 s a n g  sarna. Disamping 
i l u  S a ~ ~ u g i  dan Evaus [R] telah juga rnrrnyerkenalkan kaedah Rungge K u t t a  herasaskan 
min harmoni peringkat. empat.. Dengan idea r a n g  serupa malahan lebih mudah lagi, kita 
akan cuha mcmbina sa tu  rumus kacukan n~enggunakan ti, i = 1.2,s. 4 yang scpunya dalam 
pernerbitan Ruugge-Kutta Barmoni dengall suatu strategi penganggaran ralat. Dalarn I=- 
a h a  ini kita &an cuba rnendapatkan satu kaedah lain berperingkat empat hasil karukan 
a tau  tindanan d u a  bentuk min yaug bcrbeza iaitu rnin harmoni dan min aritrnatik. Kaedah 
ini kita rujuk sebagai kaedah RK-AHM. (+andingal kedua-dua kaedah ini sekrusnya kita 
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namakan sebagai kaedah HaM-RK4(4) (lihat Yaacob dan Sanugi 141). Matlamat awalnya 
ialah untuk mendapatkan ralat anggaran bagi kaedah Rungge-Kutta-Harmoni dan seterw 
nya dengan maklumat ini ia dapat diynakan sebagai prosedur pengawalan pertambahan 
ralat dalarn proses penyeleaaian. Analisis seterusnya ditujukan kepada melihat setakat mana 
kaedah yang terhasil itn sah bagi digunakan untuk rnasalah tertentu. 
2 PENERBITAN KAEDAH RK-AHM PERINGKAT KEEMPAT. 
Sanugi dan Evaas [3] telah menerbitkan rumus IU-Earmoni, RK-NaM peringkat ke empat 
dengan a1 = 1/2, a2 = -118, as = 518, a4 = -1/4,~16 = 7/20 dan as = 9/10, 
Dengan menggunakan ai yang sama, kita Cuba mengolabkan satu rumus yang terdiri 
daripada gabungan min aritmatik dan min harmoni. Kita andaikan rumus tersebut sebagai 
dengan d , , j  = 1,2,3,4,5,6,7 adalah wajaran yang akan dicari. 
Seterusnya, kita mengembangkm r u m  (2.6) dan y(zn + h)  mengikut kembangan siri 
Taylor dan membandingkan pekali-pekali bagi sebutan-sebutan h, h2,h3 dan h4 masing- 
masing. Kita perolehi tujuh persarnaan berikut:- 
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Penyelesaian serentak sistem linear (2.7)-(2.13) memberikan 
3 ANALISIS KESTABILAN. 
Dengan persamaan aian y' = Ay, A suatu nombor kompleks, kita cuba dapatkan rantau- 
rantau kesetabilan mutlak bagi kaedah RK-HaM dm RK-AHM. Seterusnya kita perolehi 
Seterusnya, kita masukkan nilai-nilai ini kedalam rumus (2.5) dan (2 14). h i  meng- 
hasikan 
(Ah)' + + (AhI4 !d!+": = vn( l  + (Ah) + -
HM 
2 6 24 128 + o ( h 6 ) )  (3.8) 
%+I (Ah)' + + (Ah)4 
-- l + ( A h ) + -  
Yn 2 6 24 128 + o ( h s ) )  (3.9) 
(Ah)= + (Ah)' (Ah)4 47(Xh)' y Z M  = yn(l  + (Ah) + - - + -- 2 6 24 3072 + o ( h 6 ) )  (3.10) 
y;fiM 
-- - 1 + ( A h ) + -  (Ah)' + + (Ah)4 47(Ah)' 
Yn 2 6 24 3072 + o ( h 6 ) )  (3.11) 
Jika Ah = z ,  dari (3.9) kita perolehi polinomid kenetabilan bagi kaedah RK-HaM 
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. Rajah l a  Permukaan yang ditakrifkan oleh poliiomial kestabilan 
/QHM(=)/= I l + z + $ + $ + & - % I  5 1  
Rajah l b  Rantau kestabilan mutlak bagi kaedah RK-HaM 
bila IQ(z)/ = 1 
dan dari (3.11) kita perolehi polinomial kestabilan bagi kaedah RK-HAM 
AHM 
HM !A+, zZ z3 z4 47z5 QA ( z ) = - = I + * + - + - + - - - + O ( h 6 )  2 6 24 3702 (3.13) Yn 
Rajah l a  dan l b  masing-masing menunjukkan permukaan yang ditakrif oleh polinomial 
)QHM(a) 5 1 d m  rantau kestabilan rnutlak RK-HaM, manakala rajah 2a dan 2b menun- 
jukkan permukaan yang ditakrifiran oleh polinomial IQAHM(+) 5 11 dan rantau kestabilan 
mutlak kaedah RK-AHM. Rajah 2e pula menunjukkan perbandingan antata rantau kesta- 
bilan mutlak kaedah-kaedah tersebut. 
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. Rajah 2a Permukaan yang ditakrifkan oleb polinomial kestabilan 
Q . ' ~ ~ ( Z ) I = ( I + Z + $ + $ + $ - ~ ~ ~ ~  
. Rajah 2b Rantau kestabiian mutlak bagi kaedah RK-AHM 
bila [Q(z) = 11 
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Rajah 2e Perbandingan antara rantau kestabilan mutlak kaedah 
RK-HaM dan RK-AHM 
4 PENGIRAAN RALAT ANGGARAN. 
Dalam kaedah Rungge-Kutta-Fehlberg anggaran ralat diperolehi dengan menolak h a d  su- 
atu kaedah Runge- Kutta berperingkat kelima daripada has11 suatu kaedah Runge-Kutta 
berperingkat keempat. Manakala, dalam kaedah Merson (Lihat Larnbert [41) anggaran 
ralat didapati dengan rnenolak suatu kaedah yang mempunyai peringkat yang sarna tetapi 
berbeza biiangan tahap k,, (k, = f i ( , ) )  yang digunakan dalam kaedah yang satu lagi. D i h ,  
kita menggunakan dua kaedah iaitu (2.5)  dan (2.14) dengan peringkat yang aama, nilai-nilai 
ai yang sepunya serta menggunakan kesemua k, (i = 1,2,3,4) tetapi berbeza dalam bentuk 
pengiraan nilai yn+l. 
Ralat pangkasan seternpat (RPS) bagi kaedah RK-HaM, dibenkan sebaga~ 
Manakala ralat pangkasan setempat bagi Kaedah RK-AHM diberi aebagpgai 
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Sekarang dengan menolak (4 .1 )  daripada (4.2) kita perolehi 
Ini memberikan 
J i  fy, = 0, (seterusnya ini akan menyebabkan fYyy = fyyyy = 0) yakni f merupakau 
suatu fungsi linear dalam y, maka dengan menggunakan (4.3) kita perolehi RPS sebagai 
dau 
Oleb yang dernikian, anggaran ralat pangkasan setempat da4am kaadah RK-HaMdan RK- 
AHM lasing-masing adalah lebih kurang empat kali dan tiga kali ganda beza antara kedua 
kaedah tersebut. 
5 PENGGUNAAN ANGGARAN DAN PENGAWAL RALAT. 
Anggaran ralat yang diperolehi dalam Bahagian 4 .  boleh digunakan dalamprosedw penye- 
legaian masalab nilai awal menggunakan kaedah RK-HaM dan RK-AHM. Misalnya kita 
boleh gunakan p r m d u r  bcrikut: 
Langkah 1 INPUT tolemnsr mlal, xmula, zakhrr, syamt awal yo 
Langkah 8 IKiraan = 0 
Langkah 3 KIRAKAN 
k ~ ,  k z , k3,k4 
y,y' (Kaedah I) 
dfIM (Kaedab 11) 
mlat anggamn = 3.904($+"? - d"+) 
Langkah 4 JIKA (Imlai anggamnl > tolemnsr mlpt)  MAKA 
Langkah 5 KIRAKAN h = h/2(membahagi duasams panjang langkah) 
KEMBALI KE Langkah 3 
Langkah 6 JIKA (Imlai anggamnl < tolemnsz mlat/32) 
MAKA 
Langkah 7 IKiraan = IKiraan + 1 
Langkah 8 JIKA (IKiraan > 2) KEMBALI KE Langkah 10 
Langkah 9 KIRAKAN h = 2h (menggandakan panjang langkah) 
KEMBALI KE Langkah 3 
Langkah 10 IKiraan = 0 
Langkah I I y = y:ZM (Penghampiraan diterima) 
Langkah 18 r = z + h 
Lan@ah 18 OUTPUT h, r, penyeksaian ~ c ~ a t , ~ ~ + " y ,  [ntlutl, Imlat anggantnl 
AEM ) (dimana mlpt = penyeleaaran fepat y(z) - y,+l 
h n g k a h  14 nKA (2 < cakbir) KEMBALI K E  Langkah ?I 
Lrrngkah 16 (Proaedur tamat) 
BERHENTI 
6 KEPUTUSAN BERANOKA. 
Sebagai oontoh penggunaan ralat anggaran d m  pengawal talat, kitapmtimbangkan mas* 
nilaj mal  berilut: 
y' = -y, 0 < C: 10.25 
Syarat awa1: y(0j = 1.0 
Penyeleaaian tspat: y(z) = e-a 
Jadual 6.1 ialah keputusan yang diperolehi bila d a t  anggam 3.904l(fiM - flM)I, 
toleranei ralat = lob4 
Jadual 6.2 blab keputusan yang dipmlehi tiada pengawalm dan anggaran ralat d i e -  
nakan dalam algoritma, dan dengan h = 0.25. 
7 KESIMWLAM. 
D h  kertas ini kita telah menelbitkan satu r u m  yang mempwyai tabap dan peringkat 
4 yang kita namalcan sebagai HaM-RK4(4). Rumus ini didapati setanding dengan rumus 
yang sad= d a  seperti yang tel,ah dibincangkan di bahugian p n g e n h .  Dengan tabhp dan 
perk+% yang sama kita telah dapat meNimatka estu pengirsan fungsi terutamwyajika 
fungsi f tersebut berbentuk mmit sertamelibatkan banyak operasi pengiram. Dari adis 
di atas bermula dengan h = 1.0 kita perolehi keputusan ddamJadual 6.1 yang muNukkan 
babawa ralat mutlsk menghampiri ralat anggaran pada beberapa langkah permlastl. la 
setsrwnya nlenokok &bat daripada kesan ralat global mandda talat anggaan sentiasa 
terkawal dan mememakuhi bat- yurg dikehendaki, iaitu 
(1/9'2) x lo-' < ralat anggarau < 
Jadua16.2 pula membedkan keputusan b i m a s a  ir = 0.25 dan tiada kawalan dan anggaran 
ralat d'iunakan dalam penjelmn. Selain daripada lebihan koa dari segi bilangsn langLah 
yang lebih, kita juga dapat melihat bahawa ralat mutlak tidak k r b d  dan kejituan kid* 
tezjamin dahm selang z yang diberikan. Dengan mengtjunakan ki yang sepunp jela disinl 
k ik  Mrib dapat mcmbangunkan suatu rumus peringkat empat beraswkan kaedah Runge- 
Kutta yuag terdiri daripads gabungan dua min yang berbeaa dimaaa ralat anggaran dapat 
& h a t  bagi pehjelaaan ntasalah nilai awal terkentu. Dmgan mongynbii yAXM (di mana 
rantau kestabilan mutkaknya lebih besar daripada rantau kestsbilaa mutlak seb* 
gai pengthampiran y(z) dalam &oritma pengaturcara&n kita dapat mengawd ram dalam 
batua yang diteaapkan. Kita juga mendapati bahawa kaedah RIG-AEM mempunyd rantau 
kestabilan motlak yang lebib besar daripada rantau kestabilan mu&& kaedah RK-a&. 
Oleh itu Eta gunah aM sebagai pengbampiran lanjutaen kepda nild y pada Lan(;lrah 
yang setwuenya supaya saie langkah h adalab mencubpi dan penumpuan pesyekaian 
&jamin. Selepas beberapa ujian dijalankan didapati kaedah yang dibina ini muai untuk 
kelw masdah dirnana f mrupakan suatu ftmgsli linear ddam y sahaja. 
PENGANGGARANDAN PENGAWALAN RALAT 
Jadual 6.1 
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